SA AKAJEMMUIA
S TEXHHHKO-BACTATAYKIIX
S/2Q CTPYKOBHUX CTYIMIA

MATEMATIKA (3+2)

dr Milica Cvetkovic

dr Milica Cvetkovi¢ 1ZVODI | DIFERENCIJALI VISEG REDA



Sadrzaj

@ Diferencijal funkcija
@ Definicija diferencijala
@ Osobine diferencijala
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Sadrzaj

@ Diferencijal funkcija
@ Definicija diferencijala
@ Osobine diferencijala

© Izvodi i diferencijali viseg reda
@ Izvodi viSeg reda
@ Diferencijali viSeg reda
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Diferencijal funkcij
rierencija’ Tunkclja Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Sadrzaj

@ Diferencijal funkcija
@ Definicija diferencijala
@ Osobine diferencijala
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Diferencijal funkcij
rierencija’ Tunkclja Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Diferencijal funkcija
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Diferencijal funkcija
. ) diferencijala

Osobine diferencijala

Diferencijal funkcije

Definicija
Diferencijal funkcije y = f(x),
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Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Diferencijal funkcije

Definicija
Diferencijal funkcije y = f(x), u oznaci df(x),
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Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Diferencijal funkcije

Definicija
Diferencijal funkcije y = f(x), u oznaci df(x), predstavija proizvod:
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Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Diferencijal funkcije

Definicija
Diferencijal funkcije y = f(x), u oznaci df(x), predstavija proizvod:
df(x) = f'(x) - Ax,

gde je Ax — prirastaj argumenta.
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Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Diferencijal funkcije

Definicija
Diferencijal funkcije y = f(x), u oznaci df(x), predstavija proizvod:

df(x) = f'(x) - Ax,

gde je Ax — prirastaj argumenta.

Ako diferencijal funkcije primenimo na funkciju:
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Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Diferencijal funkcije

Definicija
Diferencijal funkcije y = f(x), u oznaci df(x), predstavija proizvod:

df(x) = f'(x) - Ax,

gde je Ax — prirastaj argumenta.

Ako diferencijal funkcije primenimo na funkciju:

y=x
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Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Diferencijal funkcije

Definicija
Diferencijal funkcije y = f(x), u oznaci df(x), predstavija proizvod:

df(x) = f'(x) - Ax,

gde je Ax — prirastaj argumenta.

Ako diferencijal funkcije primenimo na funkciju:

y=x = y =1
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Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Diferencijal funkcije

Definicija
Diferencijal funkcije y = f(x), u oznaci df(x), predstavija proizvod:

df(x) = f'(x) - Ax,

gde je Ax — prirastaj argumenta.

Ako diferencijal funkcije primenimo na funkciju:

y=x = y/:1 = ax = Ax .
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Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Diferencijal funkcije

Definicija
Diferencijal funkcije y = f(x), u oznaci df(x), predstavija proizvod:

df(x) = f'(x) - Ax,

gde je Ax — prirastaj argumenta.

Ako diferencijal funkcije primenimo na funkciju:

y=x = y/:1 = ax = Ax .

To znadi:
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Diferencijal funkcij
rerencijal funkelja Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Diferencijal funkcije

Definicija
Diferencijal funkcije y = f(x), u oznaci df(x), predstavija proizvod:

df(x) = f'(x) - Ax,

gde je Ax — prirastaj argumenta.

Ako diferencijal funkcije primenimo na funkciju:

y=x = y/:1 = ax = Ax .

To znadi: Za argument (nezavisnu promenljivu),
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Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Diferencijal funkcije

Definicija
Diferencijal funkcije y = f(x), u oznaci df(x), predstavija proizvod:

df(x) = f'(x) - Ax,

gde je Ax — prirastaj argumenta.

Ako diferencijal funkcije primenimo na funkciju:

y=x = y/:1 = ax = Ax .

To znadi: Za argument (nezavisnu promenljivu), pojam diferencijala se
poklapa sa pojmom prirastaja.
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Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Diferencijal funkcije

Definicija
Diferencijal funkcije y = f(x), u oznaci df(x), predstavija proizvod:

df(x) = f'(x) - Ax,

gde je Ax — prirastaj argumenta.

Ako diferencijal funkcije primenimo na funkciju:

y=x = y/:1 = ax = Ax .

To znadi: Za argument (nezavisnu promenljivu), pojam diferencijala se
poklapa sa pojmom prirastaja.

| of(x) = £ (x) - dx |
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Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Diferencijal funkcije

Definicija
Diferencijal funkcije y = f(x), u oznaci df(x), predstavija proizvod:

df(x) = f'(x) - Ax,

gde je Ax — prirastaj argumenta.

Ako diferencijal funkcije primenimo na funkciju:

y=x = y/:1 = ax = Ax .

To znadi: Za argument (nezavisnu promenljivu), pojam diferencijala se
poklapa sa pojmom prirastaja.

df(x)
ax

\ df(x) = f'(x) - dx\ -~ f(x)=
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Dif ijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Osobine diferencijala

Neka su U i V diferencijabilne funkcije:

dr Milica Cvetkovi¢ 1ZVODI | DIFERENCIJALI VISEG REDA



Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Osobine diferencijala

Neka su U i V diferencijabilne funkcije:

o dUxV)=dU+dV
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Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Osobine diferencijala

Neka su U i V diferencijabilne funkcije:
° d(U£V)=dU=+dV

o dU-V)=V-dU+U-dv
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Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Osobine diferencijala

Neka su U i V diferencijabilne funkcije:
° d(U£V)=dU=+dV

o dU-V)=V-dU+U-dv

U\ _ V-dU—U-av
° d(v) = s
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Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Osobine diferencijala

Neka su U i V diferencijabilne funkcije:
° d(U£V)=dU=+dV

° dU-V)=V.du+U-dVv
° d(%) _ V-dU‘;ZU-dV

e dc U=c-du
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Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Primer

Odrediti diferencijal funkcije:

1—x
1+x

y=In

)
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Diferencijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Primer

Odrediti diferencijal funkcije:

1—x
1+x

y=In

)

utacki x =3,
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Dif ijal funkcij
rerencija funcia Definicija diferencijala

Osobine diferencijala

Primer

Odrediti diferencijal funkcije:

1—x
1+x

y=In

)

u tacki x = 3, ako je prirastaj argumenta Ax = 0,1 .
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Izvodi viSeg reda

Izvodi i dif jali vi$ d:
zvodi i diferencijali viSeg reda Diferencijali viseg reda

Sadrzaj

© Izvodi i diferencijali vieg reda
@ Izvodi viSeg reda
@ Diferencijali viSeg reda
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Izvodi viSeg reda

Izvodi i dif jali vi$ d
zvodi i diferencijali viSeg reda Diferencijali viseg reda

Izvodi i diferencijali viSeg reda
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Izvodi viSeg reda

dif li vi$ d;
rerencljall viseg reca Diferencijali viSeg reda

vy " yv vy Ly
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Izvodi viSeg reda

Izvodi i dif jali vi$ d:
zvodi i diferencijali viSeg reda Diferencijali viseg reda

vy " yv vy Ly

Drugi izvod (izvod drugog reda):  y” = f"(x)
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Izvodi viSeg reda

Izvodi i dif jali vi$ d:
zvodi i diferencijali viSeg reda Diferencijali viseg reda

vy " yv vy Ly

Drugi izvod (izvod drugog reda): y" =f"(x)= (f’(x))/
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Izvodi viSeg reda

Izvodi i dif jali vi$ d:
zvodi i diferencijali viSeg reda Diferencijali viseg reda

vy " yv vy Ly

Drugi izvod (izvod drugog reda): y" =f"(x)= (f’(x))/
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Izvodi viSeg reda

Izvodi i dif jali vi$ d:
zvodi i diferencijali viSeg reda Diferencijali viseg reda

vy " yv vy Ly

Drugi izvod (izvod drugog reda): y" =f"(x)= (f’(x))/

n-ti izvod (izvod n—tog reda):  y‘ = f"(x)
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Izvodi viSeg reda

Izvodi i dif jali vi$ d:
zvodi i diferencijali viSeg reda Diferencijali viseg reda

vy " yv vy Ly

Drugi izvod (izvod drugog reda): y" =f"(x)= (f’(x))/

n-tiizvod (izvod n—tog reda):  y\ = f?(x) = (f(”’”(x)),
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Izvodi viSeg reda
Diferencijali viSeg reda

diferencijali viSeg reda
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Izvodi viSeg reda

Izvodi i dif jali vi$ d:
zvodi i diferencijali viSeg reda Diferencijali viseg reda

d?y ., d® ..., d"y ..

Drugi diferencijal (diferencijal drugog reda): d?y
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Izvodi viSeg reda

Izvodi i dif jali vi$ d:
zvodi i diferencijali viSeg reda Diferencijali viseg reda

d?y ., d® ..., d"y ..

Drugi diferencijal (diferencijal drugog reda):  d?y = (x) - dx?
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Izvodi viSeg reda

Izvodi i dif jali vi$ d:
zvodi i diferencijali viSeg reda Diferencijali viseg reda

d?y ., d® ..., d"y ..

Drugi diferencijal (diferencijal drugog reda):  d?y = (x) - dx?
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Izvodi viSeg reda

Izvodi i diferencijali viSeg reda 3
y 9 Diferencijali viSeg reda

d?y ., d® ..., d"y ..

Drugi diferencijal (diferencijal drugog reda):  d?y = (x) - dx?

n-ti diferencijal (diferencijal n—tog reda): d"y
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Izvodi viSeg reda

Izvodi i dif jali vi$ d:
zvodi i diferencijali viSeg reda Diferencijali videg reda

d?y ., d® ..., d"y ..

Drugi diferencijal (diferencijal drugog reda):  d?y = (x) - dx?

n-ti diferencijal (diferencijal n—tog reda):  d"y = f("(x) - dx"
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Izvodi viSeg reda

Izvodi i dif jali vi$ d:
zvodi i diferencijali viSeg reda Diferencijali viseg reda

Primer

Naci treéi izvod funkcije:

y=x%Inx.
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Lopitalovo pravilo

. i . Monotonost i ekstremne vrednosti
Osnovne teoreme diferencijalnog ra¢una

Sadrzaj

0 Osnovne teoreme diferencijalnog racuna
@ Lopitalovo pravilo
@ Monotonost i ekstremne vrednosti
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Lopitalovo pravilo

. i . Monotonost i ekstremne vrednosti
Osnovne teoreme diferencijalnog ra¢una

Osnovne teoreme
diferencijalnog racuna

dr Milica Cvetkovi¢ 1ZVODI | DIFERENCIJALI VISEG REDA



Lopitalovo pravilo
Monotonost i ekstremne vrednosti

Osnovne teoreme diferencijalnog raéuna

Lopitalovo pravilo

dr Milica Cvetkovi¢ 1ZVODI | DIFERENCI




Lopitalovo pravilo

. i . Monotonost i ekstremne vrednosti
Osnovne teoreme diferencijalnog ra¢una

Guillaume de I'Hopital, 1661-1704, francuski matematicar

Lopitalovo pravilo:
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Lopitalovo pravilo

. i . Monotonost i ekstremne vrednosti
Osnovne teoreme diferencijalnog ra¢una

Guillaume de I'Hopital, 1661-1704, francuski matematicar

Lopitalovo pravilo: Ako se pri izracunavanju granicne vrednosti
f(x)

lim —= |

Xx—a g(X)
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Lopitalovo pravilo

. i . Monotonost i ekstremne vrednosti
Osnovne teoreme diferencijalnog ra¢una

Guillaume de I'Hopital, 1661-1704, francuski matematicar

Lopitalovo pravilo: Ako se pri izracunavanju granicne vrednosti

Iim@,

Xx—a g(X)

dobija neodredeni oblik:
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Lopitalovo pravilo

. i . Monotonost i ekstremne vrednosti
Osnovne teoreme diferencijalnog ra¢una

Guillaume de I'Hopital, 1661-1704, francuski matematicar

Lopitalovo pravilo: Ako se pri izracunavanju granicne vrednosti

Iim@,

Xx—a g(X)

(o) (%)

moze se Kkoristiti Lopitalovo pravilo:

dobija neodredeni oblik:
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Lopitalovo pravilo

. i . Monotonost i ekstremne vrednosti
Osnovne teoreme diferencijalnog ra¢una

Primer

IzraCunati granicnu vrednost:

. e -1
lim

x—0 sin2x

dr Milica Cvetkovi¢ 1ZVODI | DIFERENCIJALI VISEG REDA



Lopitalovo pravilo

. i . Monotonost i ekstremne vrednosti
Osnovne teoreme diferencijalnog ra¢una

Primer

X_1 . eX 1

lim — = lim = -
x—0 sin2X  x—0 2cos2X 2
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Lopitalovo pravilo
Monotonost i ekstremne vrednosti

Osnovne teoreme diferencijalnog raéuna

Lopitalovo pravilo

Ako je:

f'(x) _ (O)

“ag(x)  \0
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Lopitalovo pravilo
Monotonost i ekstremne vrednosti

Osnovne teoreme diferencijalnog raéuna

Lopitalovo pravilo

Ako je:
im g =) i (5).
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Lopitalovo pravilo
Monotonost i ekstremne vrednosti

Osnovne teoreme diferencijalnog raéuna

Lopitalovo pravilo

Ako je:
. f'(x) 0\ .. (o0
) (o) " (%)
moZe se ponovo primeniti Lopitalovo pravilo:

00 _ 00
g e gi(x)

X*)a
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Lopitalovo pravilo
Monotonost i ekstremne vrednosti

Osnovne teoreme diferencijalnog raéuna

Lopitalovo pravilo

Ako je:
. f'(x) 0\ .. (o0
) (o) " (%)
moZe se ponovo primeniti Lopitalovo pravilo:

00 _ 00
g e gi(x)

X*)a

Odnosno,
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Lopitalovo pravilo
Monotonost i ekstremne vrednosti

Osnovne teoreme diferencijalnog raéuna

Lopitalovo pravilo

Ako je:
im g =) i (5).

moZe se ponovo primeniti Lopitalovo pravilo:

. f(x)
lim = lim .
XL>a g’(X) xlaa g”(X)

Odnosno, nastavijajuci isti postupak n-puta:
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Lopitalovo pravilo
Monotonost i ekstremne vrednosti

Osnovne teoreme diferencijalnog raéuna

Lopitalovo pravilo

Ako je:
im g =) i (5).

moZe se ponovo primeniti Lopitalovo pravilo:

. f(x)
lim = lim
XL>a g’(X) xlaa g”(X)

Odnosno, nastavijajuci isti postupak n-puta:

. X . . X
lim —=% = lim =...= lim ——% .

X—a g(X) xX—a g’(X) X—a g(”)(x)
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Lopitalovo pravilo

. i . Monotonost i ekstremne vrednosti
Osnovne teoreme diferencijalnog ra¢una

Primer

IzraCunati grani¢nu vrednost:

- 3x° + 2x
x—oo 4x3+5
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Lopitalovo pravilo

. __ - Monotonost i ekstremne vrednosti
Osnovne teoreme diferencijalnog ra¢una

Monotonost i ekstremne vrednosti funkcije
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Lopitalovo pravilo
Monotonost i ekstremne vrednosti

Osnovne teoreme diferencijalnog raéuna

Monotonost funkcije

Za funkciju y = f(x) kaZemo da je:
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Lopitalovo pravilo
Monotonost i ekstremne vrednosti

Osnovne teoreme diferencijalnog raéuna

Monotonost funkcije

Za funkciju y = f(x) kaZemo da je:

@ monotono rastuca u intervalu (a, b),
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Lopitalovo pravilo
Monotonost i ekstremne vrednosti

Osnovne teoreme diferencijalnog raéuna

Monotonost funkcije

Za funkciju y = f(x) kaZemo da je:

@ monotono rastuca u intervalu (a, b), ako zaVxi1, x> € (a, b) vaZzi:
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Lopitalovo pravilo
Monotonost i ekstremne vrednosti

Osnovne teoreme diferencijalnog raéuna

Monotonost funkcije

Za funkciju y = f(x) kaZemo da je:

@ monotono rastuca u intervalu (a, b), ako zaVxi1, x> € (a, b) vaZzi:

X1 < Xz = f(x1) < f(x) ,
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Lopitalovo pravilo
Monotonost i ekstremne vrednosti
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Monotonost funkcije

Za funkciju y = f(x) kaZemo da je:

@ monotono rastuca u intervalu (a, b), ako zaVxi1, x> € (a, b) vaZzi:
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Osnovne teoreme diferencijalnog raéuna

Monotonost funkcije

Za funkciju y = f(x) kaZemo da je:

@ monotono rastuca u intervalu (a, b), ako zaVxi1, x> € (a, b) vaZzi:

X1 < Xz = f(x1) < f(x) , f

@ monotono opadajuca u intervalu (c, d),
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Osnovne teoreme diferencijalnog raéuna

Monotonost funkcije

Za funkciju y = f(x) kaZemo da je:

@ monotono rastuca u intervalu (a, b), ako zaVxi1, x> € (a, b) vaZzi:

X1 < Xz = f(x1) < f(x) , f

@ monotono opadajuca u intervalu (c, d), ako za Vxi1, x2 € (c,d):
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Monotonost funkcije

Za funkciju y = f(x) kaZemo da je:

@ monotono rastuca u intervalu (a, b), ako zaVxi1, x> € (a, b) vaZzi:

X1 < Xz = f(x1) < f(x) , f

@ monotono opadajuca u intervalu (c, d), ako za Vxi1, x2 € (c,d):

X1 < Xo = f(X1)2f(X2),
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Monotonost funkcije

Za funkciju y = f(x) kaZemo da je:

@ monotono rastuca u intervalu (a, b), ako zaVxi1, x> € (a, b) vaZzi:

X1 < Xz = f(x1) < f(x) , f

@ monotono opadajuca u intervalu (c, d), ako za Vxi1, x2 € (c,d):

X1 < Xo = f(X1)2f(X2), f\
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Rastuca i opadajuca funkcija

f N\
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Monotonost funkcije

Teorema

Ako je prvi izvod funkcije y = f(x):
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Ako je prvi izvod funkcije y = f(x):
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Monotonost funkcije

Teorema
Ako je prvi izvod funkcije y = f(x):

e f'(x) >0, Vxe(ab) = funkcija je rastuca na (a, b)
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Monotonost funkcije

Teorema

Ako je prvi izvod funkcije y = f(x):
e f'(x) >0, Vxe(ab) = funkcija je rastuca na (a, b)
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Za funkciju y = f(x) kaZemo da ima:
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Za funkciju y = f(x) kaZemo da ima:
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Lokalni ekstemumi

Za funkciju y = f(x) kaZemo da ima:
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Za funkciju y = f(x) kaZemo da ima:
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da je
f(a) > f(x),
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Lokalni ekstemumi

Za funkciju y = f(x) kaZemo da ima:

@ lokalni maksimum u tacki a , ako za svako X iz okoline tacke a vaZi
da je
f(a) > f(x),

@ lokalni minimum u tacki a, ako za svako X iz okoline tacke a vaZi
aa je
f(a) < f(x).
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temumi
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Ekstremne vrednosti

Definicija

Stacionarne tacke su tacke u kojima je prvi izvod jednak nuli.
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Ekstremne vrednosti

Definicija

Stacionarne tacke su tacke u kojima je prvi izvod jednak nuli.
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Ekstremne vrednosti

Definicija

Stacionarne tacke su tacke u kojima je prvi izvod jednak nuli.

Funkcija ima ekstremne vrednosti u onim stacionarnim tatkama u kojima prvi
izvod menja znak, i to:

@ tatku MAKSIMUMA, ako menja znakiz " +" u " —",

o tacku MINIMUMA, ako menja znakiz " —" u " +".
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Primer

Ispitati monotonost i ekstremne vrednosti funkcije:

y:x3—3x.
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